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Annotatsiya. Mazkur maqolada trigonometrik funksiyalarni aniglashda va turli
trigonometrik formulalarni isbotlashda kompleks sonlar yordamida qanday isbotlash yo’llari
ko rsatilgan.

Kalit so’zlar: kompleks son, argument, Nyuton binomi, Muavr formulasi, ayniyat.

PROOF OF TRIGONOMETRIC FUNCTIONS AND FORMULAS USING
COMPLEX NUMBERS.

Abstract. This article shows how to prove trigonometric functions using complex numbers
and proving various trigonometric formulas.
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JNOKA3ATEJBCTBO TPUTOHOMETPUYECKHUX (I)YHKHI/Iﬁ U ®OPMVYIJI C

HNUCITOJBb30BAHUEM KOMIIVIEKCHBIX YNUCEJL.

Annomauyun. B oamnoti cmamve noxkazamo, Kax 00KA3bl8AMb MPUSOHOMEMPUYECKUe
qbymcuuu C NOMouibl0 KOMNJIEKCHblX Hucen u 00KA3b16AMb pas3iudHble mMpucoHomempudecKue
dopmynsi.

Knrwoueswvie cnoea: xomnnexcrnoe uucno, apeymenm, ounom Hotomona, chopmyna Myaspa,
ypagHeHue.

Maqgolada  keltirilgan ~ ma’lumotlardan  igtidorli ~ o’quvchilar 0’z bilimlarini
mustahkamlashda foydalanishlari mumkin. Ma’lumotlar asosan sinus va kosinus uchun

.. . . . Sina Coso
keltirilgan. Tangens va kotangenslarning xossalari quyidagi tga = va Ctga =

CoS sina
munosabatlar yordamida sinus va kosinuslarning mos xossalaridan osongina keltirib chigarilishi
mumkin.

1. Kompleks sonlar. Asosiy ta'rif va tushunchalar. 1-ta’rif. z kompleks son deb z=x+
iy ko‘rinishdagi ifodaga aytiladi, bunda x va y - haqgiqgiy sonlar i esa
i=yokii?=-1 (1)

tenglik bilan aniglanuvchi mavhum birlik deb ataluvchi birlik.
x vayniz kompleks sonning haqigiy va mavhum gismlari deyiladi va bunday belgilanadi:

Rez=x,Imz=y

Xususiy holda, agar x =0 bo‘lsa, u holda z=0+ iy =iy sonni sof mavhum son,
agar y =0bo‘lsa, uholda z=x+i-0=x, ya’ni haqigiy son 2 hosil bo‘ladi. Shunday
qgilib, hagigiy va mavhum sonlar z kompleks sonning xususiy holidir.

2 - ta’rif. Agar ikkita z1 =x1+iy1 va z1 = x1 + iy1 kompleks sonlarning hagiqiy
qismi alohida, mavhum qismi alohida teng bo‘lsa, bu kompleks sonlar teng, ya’ni zi
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=z, bo‘ladi, boshgacha aytganda Rezi= Rez> va Imz, = Imz, bo‘lsa, z1 =

. I r v

l-chizma.

z> hisoblanadi.

3-ta’rif. z=x+ iy komplekssonning hagiqiy va mavhum gismi nolga teng bo‘lsagina,
u nolga teng bo‘ladi, ya’ni agar x =0 va y =0 bo‘lsagina, z=0 va aksincha. 1-chizma.

4- ta’rif. Mavhum gismlari bilan farq giluvchi ikkita z=x+iy va z=x-iy (2)

kompleks son qo‘shma kompleks sonlar deyiladi. 5- ta’rif. Haqiqiy va mavhum
gismlarning ishoralari bilan farq giluvchi ikkita

zi=x+iy va z2=-x-1iy (3)
kompleks son garama-garshi kompleks sonlar deyiladi.

2. Kompleks sonning geometrik ta’sviri va trigonometrik shakli

Har ganday z = x + iy kompleks sonni OXY tekislikda X va Y koordinatali A(x, y) nuqta
shaklida tasvirlash mumkin va, aksincha, tekislikning har bir nugtasiga kompleks son mos
keladi.

Kompleks sonlar tasvirlanadigan tekislik z kompleks o‘zgaruvchining tekisligi
deyiladi.

Kompleks tekislikda z sonni tasvirlovchi nugtani z nugta deb ataymiz (1- chizma).
OX o‘qda yotuvchi nuqtalarga haqiqiy sonlar mos keladi (bunda y=0), OY o‘qda yotuvchi
nugtalar sof mavhum sonlarni tasvirlaydi (bu holda x=0). Shu sababli OX o‘q haqiqiy o‘q.

OY o‘q mavhum o°‘q deyiladi. A(x,y) nugtani 3 koordinatalar boshi bilan birlashtirib
OA vektorni hosil gilamiz, bu ham z=x+1y kompleks sonning geometrik tasviri deyiladi.

Koordinatalar boshini qutb deb, OX o°‘gqning musbat yo‘nalishini qutb o‘qi deb
kompleks tekislikda koordinatalarning qutb sistemasini kiritamiz. ¢ va rlarni A (x,y) nugtaning
qutb koordinatalari deymiz.

A nugtaning qutb radiusi r , ya’ni A nuqtadan qutbgacha bo‘lgan masofa z kompleks
sonning moduli deyiladi va z kabi belgilanadi.
r=z= 4
ekani ravshan.
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A nugtaning qutb burchagi ¢ ni z kompleks sonning argumenti deyiladi va Argz
kabi belgilanadi. Argument bir giymatli aniglanmay, balki 27k qo‘shiluvchi gadar aniglikda
aniglanadi, bunda k —butun son. Argumentning hamma giymatlari orasidan 0 <¢ < 2n
tengsizliklarni ganoatlantiruvchi  bittasini  tanlaymiz. Bu giymat bosh giymat deyiladi va
bunday belgilanadi:

¢ =argz ®)

Ushbu (6)

tengliklarni hisobga olib, z kompleks sonni bunday ifodalash mumkin:
Z =X+ Iy = r-(cose + ising), (7)

Yozuvning (7) shakli kompleks sonning trigonometrik shakli deyiladi. z = x + iy
ko‘rinishdagi yozuv kompleks sonning algebraik shakli deyiladi.

4. Kompleks sonni darajaga ko‘tarish va ildizdan chiqarish

Ko‘paytirish qoidasidan darajaga ko‘tarish qoidasi kelib chiqali.

z=r-(Ccosg +i-sing)
uchun natural n da
z"=7r"-(cos ng +i-sin ne)
ekani kelib chigadi. Bu formula Muavr formulasi deyiladi. Bu formula kompleks sonni natural
darajaga ko‘tarishda modul shu darajaga ko‘tarilishi, argument esa daraja ko‘rsatkichiga
ko‘paytirilishi kerakligini ko‘rsatadi.
1-misol. Mavhum birlik i ning natural darajasi uchun formula toping.
Yechish. it=i, ¢ =-1, #=i-?#=—i,

‘=2 2=, P=i-i*=i,%=i-P=i=-1,
i'=i-i®=—i,®=i"i=-*=1

Umuman,

i4k:1, i4k+1:i, i4k+2:_1 ,i4k+3:_i

2-misol sin va cos2 larni isbotlang

Yechish. Isbotlashimiz uchun z? topish yetarli
Z°=(r)? va bu
Z2=(r?(cos®+2icossin+i%sin?)) yoki (1) dan kelib chigib Z?=(r?(cos?+2icossin-sin?))
Muavr formulasiga ko'ra esa
Z2=r? teng bo'ladi.

Haqgiqiy va mavhum gismlarni tenglasak
= cos?-sin?
=cossin
kabi formulani olishimiz mumkin

3-misol z* darajasiga ko'tarish.

Yechish.
Z3=(r)® vabu
Z3=r3( cos®+3icos?sin+3i’cossin®+ +i’sin®)
(1) , 5- misoldan va Muavr formulasidan kelib chigib
Z3=r3(cos3+isin3) ko'ra
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Cos3= cos>-3cossin?
Sin3=3cos?sin- sin®
Sin3vacos3  formula isbotini ko'rishimiz mumkin.
4-misol sin4n va cos4n ni isbotlash.
Yechish. “'darajaga ko'tarish kerak. Buning uchun bizga Nyuton binomi formulasini
keltiramiz.
(a+b)4n:a4n+a4n-1b+a4n-2b2+
atm3pd+at™ibt +ab*"1+
+b4n
shu ko'rinishda ochib chigilsa
(cos+isin)*"-cos*"+icos*™1sin+
+i%2c0s*"2sin?+i%cos*"3sin®+
+itcos*™sint+...
cossin*™1+j4nsinn
Kabi holatga keldi.
5-misolga keltirilganidek i ning giymatlari go'ysak
(cos+isin)*"-cos*"+icos**1sin-
-c0s*™2sin?-icos*™3sin3+
+cos*™sint+. -i
cossin®ML+sinn
Muavr formulasiga ko'ra esa cosn+isinn.
Demak
Cosn=cos*"-cos*"2sin?+
.....-C0s?sin*M+sin"
Sinn=cos*"sin- cos*"3sin®+
....Fcos3sin*"3-cossin?™!
Formula isbotlandi.
O’quvchilar mustaqil yechishlari uchun quyidagi masalalarni tavsiya qilishimiz mumkin.
1. Trigonometriyaning asosiy ayniyatidan foydalanib cos2 va cos3 bir xil nomli formulasini
ko'rsating.
2. Trigonometriyaning asosiy ayniyatidan foydalanib sin2 va sin3 bir xil nomli formulasini
ko'rsating.
3. kompleks sonlar yordamida sin4 va sin5 formulasini aniglang .
4. c0s°=c0s5+c0s3+cos ni ishotlang
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